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Mais, puisque d,q* = 0, q* est une fonction constante sur les fibres : 
par conséquent 0,.q* = 0 équivaut à 0,q* = 0 pour tout z € ‘GM ; 
c’est-à-dire dg*(z) = 0 pour tout z € Met donc dq* = 0 


C.Q.F.D. 
Démonstration du lemme 4. 
Ona: 
igGY.C). dd, gtIx,Z)—gUX,C). dd,q(JY,2) 


L(X, Y),JZ) = 
g(Ll ),JZ) 4 e(C, C) 


puisque d,(E + q) = i, 2. 
Donc : 


1 
(LOX oS) IZ bt 2 eS) 23X) de dd,q (JX, Z) 


1 
- 3 dd,q(JZ , X) = dd,q(JX,Z) 
ce qui montre que B est satisfaite. 


D’autre part : 


gUY ,C). dd,q(3x,€) — gUX, C). dd,qUX,C) 


g(L(X, Y), C) = CO 


car i.dd,q = 0 ; A est donc satisfaite. 
Considérons C et D. On a : 


i AE EC) sa 


g(M(X, Z),C) = (CO 


= d,(E + 4) (X,Z) 
ce qui montre que D est vérifiée. 


M ate + [(6..m)(S,X) +i, Q(S,X)], g(C, IZ) 
à 1 > , , 
AMEN IAE OMS 23,30 = CDN EE OL EIRE 


g(C , C) 
_{@,7) (S,2) + ip Q(S,Z)]. g(C, IX) 
g(C, ©) 


g(C,C) 
ee, CO 
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Mais g(C, HX) = O0 (cf. [5] : IV,34) ; donc : 

i. dn(C, X) -- g(S*, JX)]. g(C , JZ) 
g(M(S, X), JZ) + g(M(S, Z), JX) = MARNE 4h" 


Ct) À 
! 
. + * J ’ 
4 Hage (C, 2) = 8 8°) 320) (CT) ae es ge 7) 
g(C, C) | 1 
(cf. (6) : 11,37), ce qui montre que C est vérifiée. + 
| St.CCOF)b. 
LS 10 FU 
ed AA  SyeS eR (8: Addy 
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APPENDICE 


LES CONNEXIONS DANS LES ESPACES DE FINSLER 


On transcrit dans le formalisme précédemment introduit les résul- 
tats principaux sur les connexions en géométrie finslerienne. 


1. Les connexions associées à la structure finslerienne. 
A. LA CONNEXION CANONIQUE. 
Rappelons d’abord les résultats et les définitions suivants : 
DEFINITION (A,1) (cf. [6] II,4). — On appelle variété finslerienne 
un couple (M,E), où M est une variété différentiable et E une 


application de GM dans R*, avec E(0) = 0,C° sur 8M, €! sur la 
section nulle, telle que : 


1) 6.E = 2E 

2) La forme 2 = dd,E définit une structure symplectique sur TM. 

La variété est dite riemannienne si E est de classe ©? (et donc 
quadratique). 

DEFINITION(A,2) (cf. [6] : 11,31). — Une connexion T sur (M ,E) 
est dite conservative si d, E = 0, h étant le projecteur horizontal de T. 

Cette définition exprime le fait que l’énergie d’un vecteur de 


M se conserve par transport paralléle. On a le théoréme suivant : 


THEOREME (A,3) (cf. [6] II,33). — Sur une variété finslerienne 
il existe une et une seule connexion conservative a torsion forte 
nulle. 


Elle est donnée par 
r = [J,S] 
ou S est la gerbe canonique, définie par 


i,Q = —dE. 
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En coordonnées locales on trouve : 


eee ee bE pep tea Ve ME 
ye FIV Ny f 2 HAN ay) Yur 
ou 
3 
era! ya. ( LE + dan _ x ) etic CT eng dE 
fe 0x4 ox} ax av dy%dy dy’ 


Le tenseur de courbure R de T est donné par 
R - [h,h] 
i PES = 4) 
2 


et satisfait aux identités de Bianchi : 
[J,R] = 0 et [h,R] = 0 


Les principales propriétés de S, F, Q et de la métrique riemannienne 
g sur TM associée à la structure finslerienne, sont résumées dans le 
tableau suivant : 


S| igQ=—dE]} 0,2 —=0|g(X,Y) = Q(X, FY) 
i [J,S] 


U, Ty 0 


[C,r] = 0 


B. L A CONNEXION DE BERWALD. 
THEOREME (A.4) (cf. III,32). — I] existe un et un seul relèvement 
normal (noté D) de la connexion canonique, tel que : 
TIX,Y)=0 pourtous X,Y€TTM 
. fe} à Le] 
ou T est la torsion (classique) de la connexion D. 


Oo 
D est dite connexion de Berwald 


, - . 
‘ En d’autres termes, il existe une et une seule connexion linéaire 
D sur%M, telle que : 
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Le] 
16D}= 
2. DC = » où » est le projecteur vertical de la connexion canonique F. 
3. DT = 0 
RDA LT LY IX 
5. TUX, Y) = 
Expression explicite de D (cf. III,33). 


En vertu des axiomes 1 et 3, D est parfiatement définie par : 


D,xIY = (A, JY]X 
© 


rie ESAS baa’ 


(A.S) 


ou aussi par : 
D, IY = IY, FIX 


Tr osion de D. D’après QUE, se. puisque la torsion Se de r est 
julie ona: 


sd etait PE" mdr Ts pesd 
(A6) th dit LENS plus HI 7 tT. + ait: ESS Sita) EL: "En - 
vu - 2-3 tt BEES TUE G 


475 


R étant PO de la connexion canonique. 0 = =e Fu” 
 Courbure de D. | 0 = 94 
La courbure K de D est déterminée par les trois Sentai fem 


asiques : | ; | 3 ee re a: 
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La connexion de Berwald est une connexion de directions (propo- 
sition (III,35), c’est-à-dire on a : 
[C, DIX] = D[C, JX] 
et . 
DIX J iit 
On a enfin : 
DF = 0 
F étant la structure presque-complexe associée a F (cf. (11,14) 


C. LA CONNEXION DE CARTAN 


THEOREME (A.8) (cf. INI,49, 1). — Jl existe un et un seul rele- 
vement métrique de la connexion canonique, tel que 


a) JT(AX ,hY) = 0 
b) TIX,JY), = 0 pour tous XGUE Jaa. 


En d’autres termes il existe une et une seule connexion linéaire 
D sur@M, telle que : 


1) DJ = 0 
2) DC = 0 
3) Dr = 0 
4) Dg = 0 


et vérifiant les axiomes a) et b). 


Il s’agit du prolongement (au sens de III,12) de la connexion 
de Cartan. 


De méme que la connexion de Berwald, D est une connexion 
de directions et satisfait 4 la relation : DF = 0 


2. Expression explicite de la connexion de Cartan. (*) 


PROPOSITION (A.9). — La connexion de Cartan est déterminée 
par les relations suivantes : 


(*) Cf aussi [4] qu’utilise le formalisme de Dazord. 
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LD mL ATX + 5C(X , Y) 
2 DIY Ah JYDOQ CX, Y) 
3. DF = 0 
où © et ©’ sont deux 2-formes vectorielles définies Hare: 


N (C(X, Y), Z).= 1/2 8,, (1*g)(Y ,Z) 
A (C'(X,Y),Z) = 1/2 (8,,8)(Y,3Z) 


Bias 


En effet il est facile de vérifier que les conditions précédentes 
définissent bien une connexion linéaire sur SM, qui satisfait aux 
axiomes : DJ = 0, DC = v, DF = 0, TIX, JY) = 0, JT(hX ,hY) =0 
et Dg = 0. Par exemple, montrons que Dg = 0. On a : 


(D, g)(¥ , Z)=X.2(Y , Z)— g(D, Y, 2) — g(Y , DZ) =X. gy , JZ) 
Any. ¥L) REC IT, 12) — pl Le TL) eg TT, 377) 
AVAL, VZ) = 1D. 2) UY, JZ) + (Dy 2) OY 97Z)4 
Donc, pour montrer que Dg = 0, il suffira de montrer que 
(D, 8) (JY ,JZ) = 0 -pour tous. X; Y,Z.© FIM, 
c’est-à-dire que : 
(De) OY, 3Z) = et (D, 8) GY , JZ) = 0. 
On a: 
(D,,2) GY , JZ) = IX.g GY ,IJZ) — g(, JY} XI3Z) 
— g(@(X, Y), JZ) = g({J, JZ] X, JY) — g(C@(X,Z), JY) 


En se servant de la relation : (d,8&) (X, JY ,2Z) = 0, on trouve que 
la forme 


e, (X,Y ,Z) = g(C(X, Y), JZ) 
est symétrique en X, Y et Z ; d’où : 
(D,,g) GY ,JZ) = IX. gJY,IJZ) — g(I[IX.Y],JZ) — gJY,J[IX, Z)) 
— 2g(@(X, Y), JZ) = 2g(C(X,, Y), JZ) — 2g@(X, Y), JZ) =0 
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Analoguement, (d, 22) (X, JY , Z) = 0 entraîne que la forme 
ex, Y, Z) = g(@'(X, Y), JZ) 
est symétrique, On en déduit, par un calcul très simple que : 
(De) OY Fez) ET 0 


D’aprés le théoréme d’unicité, la connexion ainsi définie coincide 
avec la connexion de Cartan. 


PROPRIETES DE © et €’. 


PROPOSITION (A.10). — Les tenseurs @ et @’ vérifient les pro- 
priétés suivantes : 


1) € et ©’ sont semi-basiques 

2) €, (X,Y,2) = g(C(X, Y), JZ) et C,(X, Y,2) 
= g(C'(X, Y), JZ) sont symétriques 

BO oe cet. Ci = © 


Pour la propriété 2., cf la démonstration de la proposition (A.9). 
Pour 1 et 3 on se sert des axiomes de définition de D. Par exemple, 
pour montrer la propriété 3 on utilise l’axiome DC = », c’est-à-dire : 
DC IA et D, C= ,0 On 4: 


Dee IS CIRE EX S) = IX A Co) 
d’où @’(X) = 0 

De CROP tC 74X58) yan GC” OO, 
caine. 0. d'où seo CX) 0 
Expression de © en coordonnées locales naturelles. 


0 0 0 1 
e(e(5, a) a) Tag ré _ a) 


< X cb? 44 03E 
2 dy® #5 2 dya dyB dy? 


on a ainsi le résultat bien connu : 
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PROPOSITION (A.11). — La variété est riemannienne si et seule- 
ment si C = 0 


La propriété suivante montre aque €’ s’exprime en fonction de 
© et ainsi il est nul si la variété est riemannienne. 


PROPOSITION (A.12). — irae. 
où S est la semi-gerbe canonique de la variété finslerienne. 


Lemme. — Soit O(X,Y) = g(X , JY) + g(JX, Y); ona 
6, (J*g) (X, Y) = O(X, Y). 
En effet, un simple calcul donne : 
6, (J* g) (X, Y) = (0,2) GX JY) + 6(X;Y) 
D’autre part, on vérifie immédiatement que 
ery IT) ADs n JT) 
et donc, puisque Dg = 0, on en déduit le lemme. 


Démonstration de la proposition. 


On a tout d’abord : (D, €) (X, Y) = v (0€) (hX ,hY), comme 
on le vérifie immédiatement. Donc : 


QU(Dse) (X,Y) ,Z) = 2W(0,@) (HX, AY), Z) 

= 2((8,C) (AX ,hY), NZ) = a([s , @(hX , HY)] —© ({[S, hX]), AY) 
= eX, IS, KY) , Az) 

Or : (6,2) (@(AX , AY), hZ) = 0 ; on en déduit : 

QUS, GX, AY), AZ) = S. Q(C(K, Y),Z) — Q(C(X, Y), [S, AZ). 

On a ainsi : 

Q(D, OX, Y), Z) = S$. Q(C(K, Y), Z) — A(CK, Y), [S, AZ). 

SOC SAX, Y).2) = CK IS AYD-Z) 

= . [(0,0,,J*g) (AY ,AZ) + (0,,3*g)(IS , AY], AZ) 


+ (8, J*g) (GAY, [S,AZD]- R(CUX, Y),[S, AZ) 
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— Q(C((S, AX], Y),Z) — QC@(X,[S,AY]),Z) = + OX 3*8) (AY , AZ) 
— 2(@([S,AX], Y),Z) = 50 (0,J*g) (AY , AZ) 

- : 4s, 5x] O8) (AY , AZ) — CUS bX], Y), 2) 


1 i 
= 5 (0, ©) (HY AZ) — 5, J*g)(AY , AZ) 


: UX. OX, hZ) — E(UX , AY], AZ) — O(HY , [JX , hZ]) 

— hX. g(VY ,JZ) + g(JIAX , hY],JZ) + gJY ,J[hX, hZ)) 

Enfin en utilisant le fait que [J ,h] (AX ,hY) = O on trouve : 

g(UIX , AY] — J[hX ,hY],IJZ) = g(hX, JY], IZ) pour tous X,Y, Z. 


On en déduit facilement : 
2((Ds OX, Y),2) = — =, LS) COTE A(—C'(X, Y), Z) 
CORRE 


COROLLAIRE (A.13). — Les connexions de Berwald et de Cartan 
coincident si et seulement si la variété M est riemannienne. 


En effet si la variété est riemannienne, on À © = 0 et donc 
aussi eu = 0. De (A.6) et (A.9) on déduit : D = D. Réciproquement 
si D = D, on a © = 0 et donc la variété est riemannienne. 


3. Torsion et courbure de la connexion de Cartan. 


Torsion, 
Ona: 
TX ,AY) = R(X, Y) 
(A.14) T(AX , JY) = (@' — Fe)(X,Y) 
TUX. JY) = 0 


